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Пример 10 
Вычислить интеграл  по контуру , ограниченному 
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В силу свойства аддитивности, криволинейный интеграл по контуру  
можно представить в виде суммы трёх интегралов: 
 
1) Вычислим интеграл по дуге  параболы. Если , то: 
 
В соответствии с направлением,  изменяется от 0 до 2: 
 
 - именно так, в виде обыкновенной 
неправильной дроби. 
Желающие могут выполнить проверку: выразить нужный кусок параболы: 
, найти  и проинтегрировать по y от 0 до 4. 
2) Вычислим интеграл по отрезку  прямой . С дифференциалом тут 
всё просто: 
, а вот с пределами интегрирования не очень - 
интегрировать нужно строго по заданному направлению, то есть от 2 до 0 (см. 
чертёж): 
 
3) И, наконец, интеграл по фрагменту  оси ординат. Если , то, 
понятно, что , и y изменяется (внимание!) от 4 до 0: 
 
Таким образом, интеграл по контуру: 
 
Ответ:  
Очевидно, что если контур обойти по часовой стрелке, то получится 
противоположное значение: . 
Другой очевидный факт состоит в том, что если мы «выйдем» из любой 
другой точки контура и совершим «оборот» (в том или ином направлении), то 
значение интеграла не изменится. 
Формула Грина - Остроградского 
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Или, как её чаще называют - просто формула Грина, которую обычно 
записывают для положительного направления обхода контура: 
, где  - замкнутая область, 
ограниченная контуром . 
Примечание: функции  должны быть определены и 
непрерывны в области  и, кроме того, иметь в ней непрерывные частные 
производные . 
Решим наш интеграл  по формуле Грина. Сначала найдём 
частные производные: 
 




Вычислить криволинейный интеграл  по окружности 
: 
а) непосредственно, б) по формуле Грина. 
Решение: естественно, здесь не нужно мучиться с дугами 
 (хотя можно) - гораздо проще представить уравнение 
окружности  в параметрической форме, которая уже неоднократно 
встречалась ранее: 
 
В условии ничего не сказано о направлении обхода контура, но пункт «бэ» 
толсто намекает, что лучше двигаться против часовой стрелки. К тому же, 
традиционное возрастание параметра  как раз и обеспечивает «виток» 
именно в этом направлении: 
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а) Вычислим криволинейный интеграл непосредственно. Алгоритм 
решения обычный - «начинку» интеграла нужно «заправить» буквой «тэ». 
Найдём дифференциалы: 
 
и подставим  в подынтегральное 
выражение. Чтобы не запутаться рекомендую оформлять преобразования 
«простынёй»: 
 
Таким образом, криволинейный интеграл: 
 
б) Вычислим интеграл по формуле Грина: 
, где  - замкнутая область, 
ограниченная контуром . В данном случае это круг радиуса 2.  
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Ответ:  
Вернёмся к только что разобранному примеру и рассмотрим произвольную 
пару точек, лежащую внутри круга  - проще всего взять точки 
. Теперь вычислим криволинейный интеграл двумя способами: 
1) По отрезку  прямой . Тут всё элементарно:  и: 
 
2) По дуге  параболы . В этом случае  и: 
 
Самостоятельно вычислите этот же интеграл по дуге  кубической 
параболы . Получится единица. 
Или по какой-нибудь простенькой ломаной, например, по ломаной , где 
. Тоже получится единица! 
И вообще - если выбрать любой кусочно-гладкий путь от точки  до точки 
 (лежащий в области ), то криволинейный интеграл во всех случаях будет 
равняться единице! Сколь бы длинным и сложным ни был маршрут. 
Иными словами, при описанных выше условиях значение криволинейного 
интеграла не зависит от пути интегрирования. 
Но открытия только начинаются! 
Если , то подынтегральное выражение является 
полным дифференциалом некоторой функции двух переменных . Данная 
функция называется потенциальной или просто потенциалом. Как её найти? 
Очень просто. Нужно решить  - дифференциальное 
уравнение в полных дифференциалах. 
Для «начинки» нашего нулевого интеграла  таковой 
функцией является:  
И в самом деле, её полный дифференциал: 
 - в 
точности подынтегральное выражение. 
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Ну и, наверное, все уже поняли, что равенство , которое 
обеспечивает ноль в формуле Грина, есть не что иное, как равенство смешанных 
производных 2-го порядка. 
Более того, для любых двух точек  и  области  криволинейный 
интеграл  - равен постоянной величине, которая 
не зависит от пути интегрирования. 
Так, в нашем примере с точками  было совсем не обязательно 
перебирать множество маршрутов - достаточно найти потенциальную функцию 
 (решив ДУ в полных дифференциалах) и вычислить 
криволинейный интеграл по формуле: 
 
Разность  называют разностью потенциалов. 
Работа векторного поля 
Пусть материальная точка под воздействием силы векторного поля 
 совершает движение в плоскости и проходит путь . 
Тогда работа векторного поля по перемещению этой точки определяется 
формулой: . Данная величина стандартно измеряется в 
Джоулях, но в математических задачах размерность почти никогда не 
указывается, и я тоже буду придерживаться этого стиля. 
Представьте, что у вас на столе лежит плоский и достаточно тонкий магнит. 
Из жизненного опыта все хорошо знают, что чем ближе поднести к нему какую-
нибудь железку, тем сильнее она будет притягиваться. В физике это «сильнее» 
измеряется векторной величиной под названием напряжённость магнитного 
поля: 
- каждой точке  поверхности стола ставится в соответствие 
несвободный вектор , указывающий направление действия силы (магнитного 
поля) и её величину в данной точке (чем ближе к магниту, тем длиннее вектор). 
Множество этих векторов (рассматриваем только плоскость) образует двумерное 
векторное поле. Такое поле можно формализовать векторной функцией 
скалярного аргумента: 
 
И в самом деле, если мы начнём подставляться координаты  различных 
точек (скалярные аргументы), то «на выходе» будем получать различные 
"Science and Education" Scientific Journal August 2021 / Volume 2 Issue 8
www.openscience.uz 77
векторы . Чтобы было понятнее, приведу конкретный пример: 
 - найдём значение этой функции, например, в точке 
: 
 - в результате получен вектор, который, привязан 
к точке  и свободному перемещению не подлежит. 
Теперь недалеко от магнита бросим железную пылинку, которая под 
действием силы магнитного поля проделает путь  (за некоторое время). Таким 
образом, данное векторное поле совершило работу  по 
перемещению этой пылинки.  
Пример 12 
Вычислить непосредственно и с помощью формулы Грина работу 
векторного поля  по контуру, представляющему 
собой треугольник с вершинами в начале координат и точках ,  
(контур интегрирования следует обходить против движения часовой стрелки). 
Не удивляйтесь, если работа будет получаться отрицательной - знаки 
«плюс» и «минус» указывают направление действия силы. Так, если вы 
переместите мышь вправо, то, условно говоря, совершите работу . Теперь 
возвращаем её в исходную точку (не обязательно по той же траектории) и 
предполагаем, что усилий затрачено столько же. Тот факт, что сила ваших 
мускулов работала в противоположном направлении, и выражается знаком 
«минус»: . 
Если интеграл по замкнутому контуру равен нулю, то соответствующее 
векторное поле называют потенциальным. Проверим, будет ли оно таковым в 
Примере 12: 
 
, следовательно, потенциальной функции не существует и поле 
 не потенциально. Поэтому можно сразу сказать, что 
 
Кстати, такое задание иногда встречается: проверить будет ли данное поле 
потенциальным и если да, то найти его потенциал. Напоминаю, что для 
нахождения потенциальной функции нужно решить дифференциальное 
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уравнение в полных дифференциалах. Что делать в пространственном случае - 
смотрите в статье о теории поля. 
Пространственная кривая, как правило, задаётся параметрическими 
уравнениями , и по большому счёту новизна состоит в 
дополнительной координате. 
Так, например, криволинейный интеграл 1-го рода, рассчитывается по 
формуле: 
, и его 
физический смысл - это масса пространственной кривой , где  - 
функция её плотности. 
Криволинейный интеграл 2-го рода запишется в виде: 
, и, наверное, вы уже догадываетесь, как 
его решать. Осталось подтвердить свою догадку решением заключительного 
примера: 
Пример 13 
Вычислить криволинейный интеграл , где  - первый 
виток винтовой линии . 
Аналогично - предложенный криволинейный интеграл можно 
интерпретировать, как работу трёхмерного векторного поля 
 по перемещению материальной частицы вдоль 
пространственной кривой . 
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